Wykiad 2
Szeregi potegowe

» CoO to jest szereg potegowy?¢
» Co znaczy, ze szereg potegowy jest zbiezny?
» Cg'to jest promien zbieznosci szeregu potegowego?

» Nyznaczanie sumy potegowego
Rozwijanie funkcji w szereg potegowy
» Szereg Taylora

» Szereg Maclaurina



Definicja 1. (szereg potegowy)
Szeregiem potegowym o srodku w punkcie xo € R i wspolczynnikach a,, € R, gdzie n = 0,1,2, ....
nazywamy szereg postaci

Y o an(x —x0)" gdzie x € R.

Uwaga: Przyjmujemy tutaj, ze (x — x5)°= 1 dla x = x,.

» Przyktady:
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Definicja 2. ( zbieznosS¢ szeregu potegowego w punkcie)

Szereg potegowy jest zhieiny w punkcie x = x,, jezeli szereg liczcbowy Y- an(x1 — x9)™ jest zbiezny.

Uwaga: Szereg potegowy Y.n—oan (X — Xo)" jest zbiezny w punkcie x = X, a jego suma jest rowna ay.
Przyklady:

Podaypunkty, w ktorych szereg moze by¢ zbiezny oraz punkty, w ktérych moze by¢ rozbiezny.
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Definicja3. ( promien zbieznosci szeregu potegowego)

Promieniem zhieZnosci szeregu potggowego Y.._ an(x — x9)" nazywamy liczbe R okreslong rownoscig

an

R = lim —— lub R= lim

n-o +/|an| Nn— 00

An+1




Twierdzenie 4. ( Cauchy-Hadamarda )

Niech R bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego Y o—o A (x — x9)™ .
Wowczas.:

® szereg ten zbiezny w przedziale (xg — R, x¢9 + R),

® szereg ten jest rozbiezny w przedziatach (—oo,xy — R) U (x¢ + R, +0).

» Jezeli szereg jest zbiezny dla kazdego x € R, to przyjmujemy, Ze R = oo,

» Jezeli szereg jest zbiezny tylko w x = 0, to przyjmujemy, Zze R = 0.

» Uwaga: na krancach przedziatu zbieznosci szereg moze by¢ zbiezny lub rozbiezny.



Z Twierdzenia Cauchy-Hadamarda wynika, ze przedziat zbieznos$ci szeregu

potegowego moze mie¢ postaé:
=X}, 9dy R = 0
»(x,— R, xog +R)

(xo — R, xg + R)

= (xo—R, %y + R)

=(xo — R,xo + R)

= (—00, +00),gdy R = co.




= Przyktad. Wyznaczy¢ przedziaty zbieznosci szeregdw potegowych:
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f) Xn=on!x™
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lub R=lim

n—oo

= lim

n—>°° an| An+1

- szereg ten zbiezny w przedziale (xg — R, xy + R),

- Szereg ten jest rozbiezny w przedziatach (—, X

— R) U (xo + R, +OO)

- nalezy sprawdzié¢ zbieznosc¢ na krancach przedziatow zbieznosci




Twierdzenie 7. ( 0 rozniczkowaniu szeregu potegowego)

Jezeli szereg potegowy Y o—o An (X — xo)™ ma niezerowy promien zbieznosci R i niech

S(x) oznacza jego sume dla (xg — R, xy + R), tO

16Q0 suma S(x) jest funkcjq rozniczkowalng

oraz
S'(x) = Cneo an(x — x0)™ ) = Toolan(x — x9)"]' =

= Ynsom an(x —xo)" .



Twierdzenie 8. ( 0 calkowaniu szeregu potegowego)

Jezeli szereg potegowy Yo—o An (X — X9)™ ma niezerowy promien zbieznosci R i niech S(X) o0znacza

jego sume dla (xy — R,xy + R), tO

0 suma S(x) jest funkcjq catkowalng

oraz

- fJ(Z;f:o a,(x — x9)")dx = Z?:o(f; an(x — xo)"dx) = Zf:o% (x — x0)™** g



Przyklad:
Stosujac twierdzenie o rozniczkowaniu 1 catkowaniu szeregdw potegowych
oblicz sume szeregu
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Przyktad.
Dany jest szereg potegowy Y., x". Okazalo sig, ze
Jest to szereg geometryczny, czyli szereg jest zbiezny dla x € (—1,1)

Skoro zbiezny, to jest zbiezny do funkcji S(x).

e funkcje S(x) wyznaczyliSmy ze wzoru na sume szeregu potegowego, otrzymujgc

S(x) = —.

1-x



Przyktad.
Dany jest szereg potegowy Y., nx"™. Okazalo si¢, ze

o) promien zbieznosci R = 1, czyli szereg jest zbiezny dla x € (—1,1).

oro zbiezny, to jest zbiezny do pewnej funkcji S(x).

Te funkcje S(x) wyznaczylismy réZniczkujqgc szereqg wyraz po wyrazie, otrzymujgc

X
(1-x)?’

x
(1-x)% °

S(x) = czyli Yo nx" =



Przyktad.

Dany jest szereg potegowy Y..—4 % x™. Okazalo si¢, ze

a) promien zbieznosci R = 1, czyli szereg jest zbiezny dla x € (—1,1).

b) /Skoro zbiezny, to jest zbiezny do pewnej funkcji S(x).

Te funkcje S(x) wyznaczylismy catkujgc szereg wyraz po wyrazie, otrzymujqc

S()=-In|1—x|, czyli Ty,-x"=—In|1-x|.



Dany jest szereg
pofegowy

Poszukam szeregu
dla te] sumy

p—-

TO
bedzie

Wyznaczam jego
sume
S(x)

Mam sume S(x)




Przyktad: Rozwin w szereg potegowy funkcje:

1. f(x)=i 2. f(x) = —

1
1+x

X
1+x2

3. f(x) = 4. f(x) = In(1+ x)

5. y = arctgx




» Definicja 5. ( szereg Taylora)

Niech funkcja f ma w punkcie x, pochodne dowolnego rzedu. Szereg potegowy

(x — x0)%+

(0'e) (n) ! n
Z i (,xO) (x —x0)™ = f(xo) + d (19,60) (x — x0) + 4 S,CO)
n=0 - . _

nazywamy szeregiem Taylora funkcji fo srodku w punkcie x.

Jezeli x, = 0, to szereg ten nazywamy szeregiem Maclaurina funkcji f.
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Twierdzenie 6. ( 0 rozwijaniu funkcji w szereg Taylora)
Jezeli

1. funkcja f maw otoczeniu U punktu x, pochodne dowolnego rzedu

2. dla kazdego x € U spetniony jest warunek

lim R,, =0, gdzie R,(x) = ! nﬁc) (x — x¢)™ 0znacza n-tq reszte we wzorze Taylora dla

n—0o

funkciji f,

to f(x)=Y"0 ["(xo) (x —xo)" dlakazdego x € U.

n!



()" = f(0) +—— () +

M) (o "
Zn—nf (0) f'(0) J'“()()2

Przyklad. Wykazac, ze

x x? 0 x3 5 el
CI) et = 1+E+Z+ ;-l""....:zn:oz, dlax € R
. X x3 X_S B . . (_1)11x211+1
b) sinx = T T = Yin=0 CIYENEE dlax € R
a xZ 4 ( 1)71 2n
C) cosx—1—§+z— = 2n=0"5y )] , dlax €R

d) —=1+x+x2+- =¥ x" dlax € (-11)

x3 ( 1)11 1

e)ln(1+x)=x—x72+?— =y ———, dlax € (—1,1)




Przyktad:

Wyznacz szereg Maclaurina dla funkgji

a)f(x)=sinx b)f(x)=sin2x c)[f(x) = cosx

df) == ef=e Hf)=h1+x




Twierdzenie

Jezeli dla kazdego x z pewnego otoczenia punktu x, zachodzi rownosc
f(x) = 2o Cn(x — x0)"

to dla kazdegon € N zachodzi rownosc

_ [ (xo)

- lub réwnowaznie  f®(xg) = ¢, - 11!

Cn




Przyktad

2

Rozwin funkcje f(x) = ;x

W szereg potegowy, a nastepnie wyznacz

wartos¢ wskazanej pochodnej w punkcie

a) f(x) =—, f19(0)
b) f(x)— T f®(0)
0 f) =50 [O@)

d) f(x) =In (4 +x%). f®(0)
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