
Wykład 2 

Szeregi potęgowe

Co to jest szereg potęgowy?

Co znaczy, że szereg potęgowy jest zbieżny?

Co to jest promień zbieżności szeregu potęgowego?

Wyznaczanie sumy potęgowego

 Rozwijanie funkcji w szereg potęgowy 

 Szereg Taylora 

 Szereg Maclaurina



Definicja 1. (szereg potęgowy)

Szeregiem potęgowym o środku w punkcie 𝑥0 ∈ 𝑅 i współczynnikach 𝑎𝑛 ∈ 𝑅, gdzie  𝑛 = 0,1,2, … . 

nazywamy  szereg postaci 

 σ𝒏=𝟎
∞ 𝒂𝒏(𝒙 − 𝒙𝟎)𝒏,    gdzie 𝒙 ∈ 𝑹. 

Uwaga: Przyjmujemy tutaj, że (𝑥 − 𝑥0)0= 1 dla  𝑥 = 𝑥0.

 Przykłady: 

a) σ𝑛=0
∞ 𝑥𝑛,       b) σ𝑛=0

∞ 2𝑛(𝑥 − 1)𝑛,    c) σ𝑛=0
∞ 1

2

𝑛
(𝑥 + 3)𝑛,       d) σ𝑛=0

∞ (𝑥+4)𝑛

5𝑛 .  



Definicja 2. ( zbieżność szeregu potęgowego w punkcie)

Szereg potęgowy jest zbieżny w punkcie 𝑥 = 𝑥1, jeżeli szereg liczbowy σ𝑛=0
∞ 𝑎𝑛(𝑥1 − 𝑥0)𝑛    jest zbieżny. 

Uwaga: Szereg potęgowy  σn=0
∞ an(x − x0)n  jest zbieżny w punkcie  x = x0, a jego suma jest równa   a0.

Przykłady:

Podaj punkty, w których szereg może być zbieżny oraz punkty, w których może być rozbieżny. 

a) σ𝑛=0
∞ 𝑥𝑛,       b) σ𝑛=0

∞ 2𝑛(𝑥 − 1)𝑛,    c) σ𝑛=0
∞ 1

2

𝑛
(𝑥 + 3)𝑛,       d) σ𝑛=0

∞ (𝑥+4)𝑛

5𝑛 .  





Twierdzenie 4. ( Cauchy-Hadamarda )  

Niech 𝑅 będzie promieniem zbieżności szeregu potęgowego σ𝑛=0
∞ 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛 . 

Wówczas:

 szereg ten zbieżny w przedziale (𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅),

 szereg ten jest rozbieżny w przedziałach (−∞, 𝑥0 − 𝑅) ∪ (𝑥0 + 𝑅, +∞). 

 Jeżeli szereg jest zbieżny dla każdego 𝑥 ∈ 𝑅, to przyjmujemy, że  𝑅 = ∞.

 Jeżeli szereg jest zbieżny tylko w 𝑥 = 0, to przyjmujemy, że  𝑅 = 0. 

 Uwaga: na krańcach przedziału zbieżności szereg może być zbieżny lub rozbieżny. 



Z Twierdzenia Cauchy-Hadamarda wynika, że przedział zbieżności szeregu

 potęgowego może mieć postać:

 𝑥0 , gdy 𝑅 = 0

 𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅

 𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅

(𝑥0−𝑅, ۧ𝑥0 + 𝑅

ۦ𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅)

 −∞, +∞ , gdy 𝑅 = ∞.



 Przykład. Wyznaczyć przedziały zbieżności szeregów potęgowych:

a) σ𝑛=0
∞ 2𝑛𝑥𝑛            b)   σ𝑛=1

∞ 1

𝑛
𝑥 − 2 𝑛        c) σ𝑛=0

∞ 𝑥−2 𝑛

2𝑛+1
               d) σ𝑛=0

∞ 3𝑛

𝑛!
𝑥 + 2 𝑛     

e) σ𝑛=0
∞ 𝑛2𝑥𝑛

𝑛+1 2∙2𝑛 f) σ𝑛=0
∞ 𝑛! 𝑥𝑛 g) σ𝑛=0

∞ (−1)𝑛

𝑛+1

𝑥

2

𝑛
        h) σ𝑛=0

∞ n(𝑥+4)𝑛

2𝑛  .   

𝑹 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝟏
𝒏

𝒂𝒏
   lub   R= 𝒍𝒊𝒎

𝒏→∞

𝒂𝒏

𝒂𝒏+𝟏
. 

                           -  szereg ten zbieżny w przedziale (𝒙𝟎 − 𝑹, 𝒙𝟎 + 𝑹),

                           -  szereg ten jest rozbieżny w przedziałach (−∞, 𝒙𝟎 − 𝑹) ∪ (𝒙𝟎 + 𝑹, +∞). 

                           - należy sprawdzić zbieżność na krańcach  przedziałów zbieżności 



Twierdzenie 7.  ( o różniczkowaniu szeregu potęgowego) 

Jeżeli szereg potęgowy σ𝑛=0
∞ 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛 ma niezerowy promień zbieżności R  i niech 

S(x) oznacza  jego sumę dla (𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅), to 

 to   jego suma S(x) jest funkcją różniczkowalną 

                                     oraz

   𝑺′ 𝒙 = σ𝒏=𝟎
∞ 𝒂𝒏 𝒙 − 𝒙𝟎

𝒏 ′ = σ𝒏=𝟎
∞ 𝒂𝒏 𝒙 − 𝒙𝟎

𝒏 ′
=

               =  σ𝒏=𝟎
∞ 𝒏 𝒂𝒏(𝒙 − 𝒙𝟎)𝒏−𝟏  . 



Twierdzenie  8. ( o całkowaniu szeregu potęgowego) 

Jeżeli szereg potęgowy σ𝑛=0
∞ 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛 ma niezerowy promień zbieżności R i niech S(x) oznacza  

jego sumę dla (𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅), to 

 jego suma S(x) jest funkcją całkowalną 

                                 oraz

 𝟎׬

𝒙
σ𝒏=𝟎

∞ 𝒂𝒏 𝒙 − 𝒙𝟎
𝒏 𝒅𝒙 = σ𝒏=𝟎

∞ 𝟎׬

𝒙
𝒂𝒏 𝒙 − 𝒙𝟎

𝒏𝒅𝒙 = σ𝒏=𝟎
∞ 𝒂𝒏

𝒏+𝟏
(𝒙 − 𝒙𝟎)𝒏+𝟏ฬ

𝒙
𝟎



Przykład:  

Stosując twierdzenie o różniczkowaniu i całkowaniu szeregów potęgowych

oblicz sumę szeregu 

            a) σ𝑛=1
∞ 𝑛

2𝑛−1      b) σ𝑛=1
∞ 1

𝑛2𝑛 c) σ𝑛=1
∞ 𝑥3𝑛−1

3𝑛−1
 d) σ𝑛=1

∞ (−1)𝑛

𝑛+1 𝑛
 ∙ 𝑥𝑛

             e) σ𝑛=1
∞ (−1)𝑛+1

3𝑛−2
 



Przykład. 

Dany jest szereg potęgowy  σ𝑛=1
∞ 𝑥𝑛.  Okazało się, że

Jest to szereg geometryczny, czyli szereg jest zbieżny dla  𝑥 ∈ (−1,1)

 Skoro zbieżny, to jest zbieżny do funkcji 𝑆(𝑥).

Tę funkcję 𝑆 𝑥   wyznaczyliśmy ze wzoru na sumę szeregu potęgowego, otrzymując 

                           𝑆 𝑥 =
𝑥

1−𝑥
. 



Przykład. 

Dany jest szereg potęgowy  σ𝒏=𝟏
∞ 𝒏𝒙𝒏.  Okazało się, że

a) promień zbieżności 𝑅 = 1, czyli szereg jest zbieżny dla  𝑥 ∈ (−1,1) . 

b) Skoro zbieżny, to jest zbieżny do pewnej  funkcji 𝑆(𝑥).

Tę funkcję 𝑆 𝑥   wyznaczyliśmy różniczkując szereg wyraz po wyrazie, otrzymując 

                               𝑆 𝑥 =
𝑥

(1−𝑥)2,     czyli           σ𝒏=𝟏
∞ 𝒏𝒙𝒏 =

𝒙

(𝟏−𝒙)𝟐  . 



Przykład. 

Dany jest szereg potęgowy  σ𝒏=𝟏
∞ 𝟏

𝒏
𝒙𝒏.  Okazało się, że

a) promień zbieżności 𝑅 = 1, czyli szereg jest zbieżny dla  𝑥 ∈ (−1,1) . 

b) Skoro zbieżny, to jest zbieżny do pewnej funkcji 𝑆(𝑥).

Tę funkcję 𝑆 𝑥   wyznaczyliśmy całkując szereg wyraz po wyrazie, otrzymując 

 𝑆 𝑥 = − ln 1 − 𝑥 ,      czyli   σ𝒏=𝟏
∞ 𝟏

𝒏
𝒙𝒏 = −𝐥𝐧 |𝟏 − 𝒙|. 



Dany jest szereg 

potęgowy

Wyznaczam jego 

sumę

S(x) 

To było 

Mam sumę S(x)  
Poszukam szeregu 

dla tej sumy 
To 

będzie 



Przykład:   Rozwiń w szereg potęgowy funkcje:

1.   𝑓 𝑥 =
1

1−𝑥
                       2. 𝑓 𝑥 =

1

1+𝑥

3.  𝑓 𝑥 =
𝑥

1+𝑥2 4.  𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛(1 + 𝑥) 

 5.  𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥



 Definicja  5. ( szereg Taylora)

Niech funkcja 𝑓 ma w punkcie  𝑥0  pochodne dowolnego rzędu.  Szereg potęgowy 

෍
𝑛=0

∞ 𝑓 𝑛 𝑥0

𝑛!
𝑥 − 𝑥0

𝑛 = 𝑓 𝑥0 +
𝑓′ 𝑥0

1!
𝑥 − 𝑥0 +

𝑓"(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2+ ⋯

nazywamy szeregiem Taylora  funkcji  f o środku w punkcie 𝑥0. 

Jeżeli 𝑥0 = 0, to szereg ten nazywamy szeregiem Maclaurina funkcji 𝑓.  

෍
𝑛=0

∞ 𝑓 𝑛 0

𝑛!
𝑥 𝑛 = 𝑓 0 +

𝑓′ 0

1!
𝑥 +

𝑓"(0)

2!
(𝑥)2+ ⋯



Twierdzenie 6. ( o rozwijaniu funkcji w szereg Taylora)

Jeżeli

1.  funkcja 𝑓 ma w otoczeniu   𝑈 punktu  𝑥0  pochodne dowolnego rzędu

2. dla każdego 𝑥 ∈ 𝑈 spełniony jest warunek

    lim
𝑛→∞

𝑅𝑛 = 0,  gdzie   𝑅𝑛 𝑥 =
𝑓𝑛(𝑐)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛  oznacza n-tą resztę we wzorze Taylora  dla 

funkcji f, 

to                  𝒇 𝒙 = σ𝒏=𝟎
∞ 𝒇𝒏(𝒙𝟎)

𝒏!
(𝒙 − 𝒙𝟎)𝒏     dla każdego 𝑥 ∈ 𝑈. 



Przykład.  Wykazać, że 

             a) 𝑒𝑥 = 1 +
𝑥

1!
+

𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯ … . = σ𝑛=0

∞ 𝑥𝑛

𝑛!
 ,   dla 𝑥 ∈ 𝑅

            b) 𝑠𝑖𝑛𝑥 =
𝑥

1!
−

𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− ⋯ = σ𝑛=0

∞ (−1)𝑛𝑥2𝑛+1

2𝑛+1 !
, dla 𝑥 ∈ 𝑅

            c)  𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1 −
𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
− ⋯ = σ𝑛=0

∞ −1 𝑛𝑥2𝑛

2𝑛 !
, dla 𝑥 ∈ 𝑅

            d)  
1

1−𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯ = σ𝑛=0

∞ 𝑥𝑛, dla 𝑥 ∈ (−1,1)  

            e) ln 1 + 𝑥 = 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥3

3
− ⋯ = σ𝑛=1

∞ (−1)𝑛−1𝑥𝑛

𝑛
 ,  dla 𝑥 ∈ (−1,1)
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